4. Modelos probabilisticos

4.1. Una central

El siguiente modelo se ha mencionado seguramente en Probabilidad 1 y se ve con
detalle en Probabilidad II, pero es tan importante e interesante que no esta de mas insistir
aqui. Con él podremos explicar por qué la normal de Gauss es una distribucién central en
las aplicaciones practicas de la Estadistica.

La situaciéon que vamos a analizar es bastante genérica: digamos que hacemos un
experimento en el que obtenemos una medicion que en condiciones ideales es exacta, pero
que en la practica esta alterada por una cantidad ingente de errores incontrolables. No
hace falta ponerse muy serios, vestirse con bata blanca y pensar en un laboratorio lleno de
matraces, basta imaginar algo tan lidico como tirar dardo a una diana e intentar atinar
en el centro. Aunque siempre apuntemos hacia él, con suerte lo mas que conseguimos
es quedarnos mas o menos cerca. Si para fijar ideas y no complicarnos la vida desde el
principio, suponemos vivir en planilandia o en un relieve del antiguo Egipto, de modo que
la superficie de la diana sea unidimensional; se puede considerar que la desviacién viene
dada por un nimero real que indica la distancia con signo al origen (arriba +, abajo —).

Ese es el nimero que medimos.
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i Por qué dicho nimero no es cero?, o lo que es lo mismo, jpor qué no acertamos?
Le podemos echar la culpa a muchas cosas y estaremos en lo cierto. Aqui y en otros
experimentos es natural suponer que hay un montén de factores, digamos N con N — oo,
que contribuyen a provocar una desviacién infinitesimal. No podemos explicar bioldgica ni
fisicamente como nos va a fallar el pulso y es més facil echarle la culpa a muchos factores
biolégicos o fisicos que no sabemos controlar. Matematicamente los representaremos por
variables aleatorias &1, &2,... &y que supondremos uniformemente distribuidas en [—¢, €]
con € muy pequeno (méas adelante veremos que esta hipétesis se puede rebajar mucho).
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También supondremos que todos estos factores no estan relacionados, es decir, las &; son
variables aleatorias independientes. Nuestra intencién es dar en el blanco, pero por la
influencia de todas las perturbaciones (la “mala suerte”), los errores se acumulan haciendo
que la posicién final en la diana del dardo que hemos lanzado sea la variable aleatoria
E =& + &+ ...+ &y de esperanza nula (es igual de facil desviarse arriba o abajo) y

varianza o2 que podemos hallar experimentalmente.

Diccionario:

e Factores de error (muchos) —— Variables aleatorias &1,&a,...,&n con N — oo,
y & ~ U([—¢ ¢]).

e No relacionados — &1, &9, ..., &N independientes.

e Desviacién = suma de errores — £ =& +& + ... +&n con E(€) =0, V(€) = o>

Ahora podemos plantear el problema de encontrar la distribucién de £ en estas condi-
ciones cuando N — oo. Si tal distribucion limite existe debe aparecer muchas veces en el
mundo real, siempre que haya una acumulacién de errores incontrolables como los indica-
dos. Antes de seguir, nétese que por la férmula para la varianza de la suma de variables
aleatorias independientes

De modo que dados o y N el valor de € queda univocamente determinado por € = 01/3/N.

Si llamamos f a la funcién de densidad de &;, es decir, f(z) = (2¢)7!si|z| < e ¥y
f(x) = 0 en otro caso; la funcién de densidad de & + &, serd para cada x la integral de
f(x1)f(x2) sobre los valores que verifican x; + x5 = x. Esto es,

o) = [ T @) fla —a1) doy = ( # f) (@),

La ultima igualdad es sélo notacion. Es decir, en general se define la convolucion a * b de
a=a(x)yb=>b(x)como [~ a(t)b(x —t)dt. Andlogamente, la funcién de densidad de
E=& 4+ & + ...+ &y vendra dada por la férmula:

N veces

gn () = (f * f)(x).

Lo que queremos ver es que gy se acerca a “algo”. Eso es lo que indica el siguiente
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teorema, que es una version en pequenito del teorema central del limite [Fe] VIII.4.

Teorema 4.1. Sea o >0y f como antes con € = 01/3/N, entonces

1 2 2
lim T) = e~z /(207

Aqui vemos aparecer magicamente la famosisima campana de Gauss, que es familiar
para cualquiera que haya seguido un curso bésico de Estadistica (en Alemania ni siquiera se
exigia este requisito, porque la campana, su ecuacion y su autor, aparecian en los antiguos

billetes de diez marcos).

DEM.: De la definicién de la transformada de Fourier, es facil deducir que a * b = Ei/l;,

~

y un célculo muestra f(t) = sen(2met)/(2met). Por tanto

N N
gy = f * *f#ﬁN(t):(f(t))ste(nQJ%;t)

Como gy es de soporte compacto y suficientemente regular cuando N es grande, se puede

N veces
aplicar la féormula de inversion, obteniéndose

> sen® (2met
gN((,C) :/ W@(tﬂf) dt:_ll—f—lg,

— 00

donde I; es el valor de la integral sobre A = [—(2me) ™!, (27e) 1] e Iy sobre su complemen-
tario R — A. Obviamente |I5| < Qfg;g),l(%ret)_N dt =(7(N —1)o)~1y/N/3 que tiende a
cero con N. De hecho se podria comprobar que el decaimiento de |I3| es exponencial. Sea
hn(u) = (u—u3/6)~N sen u, entonces

I = / (1 — (2met)?/6) " h (2met) e(ta) dt.
A

Sustituyendo € = o4/3/N, se tiene que para cada t fijado
2met 2 2 2 2t2
(1- %)N _ (1ot

)N e—27r202t2
N N—o00

Por otra parte |hy| < 1y no es dificil ver que por ejemplo para |t| < NO'1, hn(2met) — 1.
Usando los teoremas habituales (convergencia dominada, convergencia uniforme), queda
justificado introducir en I el limite bajo el signo integral, obteniéndose [Gr-Ry] 17.23.13

o 2 2,2 ]_ 2 2
].im ]1 :/ 6727‘( o°t B(tl') dt = —eim /(20 ).

N—oo oo o\ 2T
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Como se queria demostrar. Wi

La consecuencia de este resultado es que tipicamente en la practica el error viene dado
por una variable aleatoria £ de media cero y desviacion tipica o, de forma que

—t2/(20?)

dt=— [ e /24t
O'\/ 2 V2T /X

Prob(¢§ > o X)

Esta ultima funcién, llamada Erfc(X), se puede aproximar de diferentes formas y aparece
en las tablas estadisticas. Algunos valores (redondeados hasta cuatro decimales) ttiles para
los ejercicios de la seccién son Erfc(0'1) = 0'4602, Erfc(0'4630) = 0'3217, Erfc(0'6481) =
0’2585, Erfc(1) = 0/1587.

Epilogo: Dadas N variables aleatorias n; equidistribuidas e independientes de media
7 y varianza o, se puede considerar que & = (1; —7)/(0v/N) son pequefios errores, ademas
E=&+ ...+ &y cumple E(§) =0y V(§) = 1. Si confiamos que el teorema central del
limite es aplicable, para cada X se tiene

(4.1) A}im Prob((m+mn2+...4nn— N7)/(oVN) > X) e /2 qt = Erfe(X).

=7k

En el caso de Variables continuas, sea cual sea la funcién de densidad f de &, E(&;) =
[f=0yV = [2?f = 1/N implican por Taylor que f( ) = 1 — (27t/V/N)? para
t “pequeno”. Y esto, con una leve condicién de regularidad para que Iy — 0, permite
copiar la demostracion del teorema y dar una prueba rigurosa de (4.1). En definitiva, una
vez normalizados los errores infinitesimales, da igual la distribucién que tengan, siempre
se llega a una normal [Ze-Ra-So]. En el caso de variables discretas, (4.1) sigue siendo
cierto, pero hay que tratar con funciones de distribuciéon o con probabilidades en vez de

con funciones de densidad, que en este caso no existen.

Como se ha indicado, para las variables continuas en principio se necesita un minimo
de regularidad que asegure el decaimiento de la transformada de Fourier, pero esto es
gratis con algunos trucos sucios del andlisis [Dy-Mc| §2.7. Uno siempre puede huir de
todos estos tecnicismos cayendo en otros que no requieren en absoluto la transformada de
Fourier, como se muestra en [Fe] VIII.4.

Quien desee conocer con rigor muchas de las variantes que conducen a la ubicua
campana de Gauss, que mire con cuidado todos los teoremas del curso de Probabilidad IT
que terminan diciendo “converge ... a una distribucién normal” [Fe], [Ko].
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Ejercicios

1) Sin mirar la teoria: a) Hallar la varianza de & + &2+ ...+ &y con §; independientes
y uniformemente distribuidas en [—¢, €]. b) Indicar por qué se pide la independencia de las
variables en el modelo estudiado.

2) En Estadistica I se prueba que la suma de dos variables aleatorias independientes
con una distribucién normal también tiene una distribucién normal. Explicar este hecho
interpretando las normales como acumulacién de errores infinitesimales independientes.

3) Se dice que una senal recibida tiene ruido gaussiano si la diferencia con la senal
emitida se comporta como una variable aleatoria con distribucién normal de media cero y
varianza tipicamente pequena. Y se dice que tiene ruido de sal y pimienta (salt & pepper
noise) si la diferencia es nula salvo en cierta proporcién tipicamente pequena de puntos, en
los que se comporta como una distribucién uniforme en cierto intervalo no necesariamente
pequeno. Explicar por qué el primer tipo de ruido es el habitual en las transmisiones
analégicas y el segundo en las digitales.

4) Sean 11,12, ...,M10 las variables aleatorias que dan las sucesivas puntuaciones de
un dado al lanzarlo diez veces. La probabilidad de que la suma de puntuaciones sea 32
se puede escribir evidentemente como Prob(31'5 < n; + ... 4+ 110 < 32’5). A partir de esta

expresion y aplicando el teorema central del limite a & +. . .+&1 con & = (7, —3'5)/6/175,
aproximar dicha probabilidad (y compararala con el valor exacto 3801535/60466176).

5) Aproximar la probabilidad de que al tirar una moneda un millén de veces, la
diferencia entre el nimero de caras y de cruces sea mayor que mil.

6) Si al tirar dardos en una diana apuntando al centro, la desviacién tipica es o = 5 cm,
calcular la probabilidad de acertar en el circulo central que tiene un radio de 0’5 cm.

7) Con los datos del problema anterior hallar la probabilidad de acertar al menos una
vez tras cinco intentos.

8) Dada f(z fo u2e " " du € C°°, hallar su polinomio de Taylor de grado
tres alrededor de cero (puede ser 1til notar que xf’(z) + 2f(x) = z). Con el cambio
t = v/2/u, deducir la aproximacién Erfc(z) ~ 6_962/2(1'_1 — 273)/+/2m para x grande.

9) Demostrar que si f y g son suficientemente regulares m = ffq\

10) Sea f la funcién que vale uno en [—1/2,1/2] y cero en el resto. Hallar explicitamente
f * f* f como funcién definida a trozos, y comparar su grafica con la de e~ 2" \/2/_7'(' ex-
plicando la similitud.

11) Hallar la funcién de densidad en coordenadas cartesianas = e y cuando se apunta
al centro de una diana ilimitada (que se supone R?) con varianza o? = 1/2. Esto es,
la funcién f : R?> — R tal que la probabilidad de que un dardo caiga en A C R? sea
S flx,y) dzdy.
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SECCION 4.1
Trabajos sugeridos

De la seccién:
o El teorema ergddico y sus aplicaciones.

o Interpretacion de Copenhague de la Mecanica Cudantica.

Generales:

o Teoria de Juegos y sus aplicaciones.

Las palabras del sabio. ..

Aun mds, cuando realizo una experiencia debo hacer algunas correcciones en el
resultado, porque sé que he debido cometer errores. Estos errores son de dos clases: unos
son accidentales y los corregiré tomando el valor medio, otros son sistematicos y no podré
corregirlos més que por un estudio profundo de sus causas. [Po] p. 143.
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4.2. Simple visitante

Un aburrido domingo salimos de casa, y en nuestra indecision lanzamos una mone-
da para saber si vamos hacia la derecha o hacia la izquierda. Después del primer paso
repetimos el procedimiento, y asi sucesivamente. La pregunta que se plantea es si es
probable que en un largo paseo aleatorio de estas caracteristicas volvamos muchas veces a
casa. Recordando a nuestra hermana menor, la Modelizacion I, esto es algo muy parecido
a las cadenas de Markov alli estudiadas, pero la gran diferencia es que esta vez los pasos se
dan sobre un conjunto discreto infinito, digamos Z (puede que el mundo sea redondo, pero
nos moriremos de viejos, de dolor de pies, o nos ahogaremos, antes de que demos la vuelta
completa; por lo que es natural considerar un conjunto infinito). Se puede representar
convencionalmente cada paso a la derecha con un signo “4” y cada paso a la izquierda con

«

un signo “—”, lo que corresponde a sumar o sustraer una unidad en Z. De este modo, un

paseo es un conjunto ordenado de mases y menos.

En dos dimensiones la situacién es andloga, pero ahora hay que considerar Z? y pode-
mos dar pasos en las direcciones norte NV, sur S, este E' y oeste O. De modo que un paseo

queda representado como una tira con estos simbolos.

NESESOSOO

En general, en dimension D se consideran 2D simbolos indicando los 2D posibles
sentidos en ZP y las listas formadas con ellos corresponden a paseos aleatorios en ZP.

Sea N,, el nimero de paseos aleatorios de n pasos que terminan en el punto de partida
(en el origen, en casa). Evidentemente hay (2D)M posibles paseos de M pasos en ZP y
N, (2D)M~=" de ellos pasaran por casa exactamente en el paso n-ésimo, de modo que el

numero medio de visitas a casa de un camino aleatorio de M pasos es

M
(2D)"M (N1 (2D)M =1 + No(2D)M =2 + ...+ Ny (2D)°) = > (2D) "N,

n=1
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Para D =1, N,, no es mas que el nimero de listas ordenadas de longitud n e igual niimero
de mases que de menos; andlogamente para D = 2, debe haber igual niimero de enes que
de eses y de es que de oes, para asi poder acabar en el origen. En general N, = 0 si
n es impar, y con el lenguaje de la combinatoria N, no es méas que el nimero total de
permutaciones con repeticiéon de 2D simbolos tomados de n en n, de manera que el nimero
de repeticiones de los simbolos sea igual por parejas.

Diccionario:
e Paseos aleatorios en ZP —— Listas ordenadas formadas con 2D simbolos.

e Niumero de paseos que después de n pasos — Numero total de permutaciones con

vuelven a casa. repeticién de 2D simbolos tomados de n
- en n con repeticiones iguales dos a dos.
e Numero medio de vueltas a casa — E (2D)" ™" N,,.
n=1

La férmula para las permutaciones con repeticion de 2D simbolos con 71 + 79 + ... +

rop = n repeticiones es

|
PR" i n:

T1,72,...,72D 7’1!’/“2! . ‘7’2D!'

(Hay n! formas de permutar n elementos distintos, si 71 de los elementos son iguales se
reducen a n!/ri!l, si otros 9 son iguales, a n!/(r1!r3!), etc.). Por consiguiente

n!
4.2 N, = |
( ) 2k1+2k2+z,;+2kD:n (kl')Q(k2')2 T (k?D')z

El sorprendente resultado debido a Pdlya es que > (2D)~"™N,, diverge si y sélo si
D = 1,2. Es decir, que para dimensién uno o dos, en media se vuelve a casa infinitas
veces, mientras que en dimensiones mayores s6lo un nimero finito. Un curioso efecto de
la dimension sobre los paseos aleatorios.

Teorema 4.2. La serie Y (2D)~"™N,, diverge para D =1 y D = 2, y converge para
D > 3. De hecho en este caso se tiene la férmula:



En la demostracion se necesitard evaluar una integral suficientemente sencilla e inge-

niosa como para que hagamos el calculo aparte.

Lema 4.3 . Sea m un entero no negativo, entonces

0 sim es impar

/_1 V1— 22 = { 272k (2k)!/(KN)?  sim = 2k

DEM.: Para m impar el resultado es trivial porque el integrando es una funcién impar.
Si m = 2k, con el cambio x = cost = (e + e~*)/2 se sigue

/ R / 2 ¢ dp = 272k Z <2k ) / o(2k=2d)it gy
——dr = — cos = .
-1 1-— 1L'2 2)_ j=0 J -7

Y basta notar que la dltima integral es nula excepto si j = k. W

DEM.(del teorema): Al igual que los niimeros combinatorios vienen generados por la

potencia de un binomio, las permutaciones con repeticién lo estan por la de un multinomio.

Concretamente

n!
(1 +20+...+2p)" = E — 'xmla:mQ...me.
milms!...mp!
mi1+mo+...+mp=n 1 2 D

La suma de los coeficientes tiene un aspecto similar a la férmula (4.2) para N,,, pero a fin
de que coincida exactamente hay que reemplazar cada m;! por (k;!)? con m; = 2k;. Esto
se consigue gracias al lema, que a través de (4.2) y la férmula anterior, implica

2"’L n
/ / / R R o) dridxs ...dxp.
11/ (1—22)( 1—302) (1—2%)

Con el cambio de variable x; = 1 — 2sen®(u;/2) = cosu;, se tiene

— —(sen? % + sen? % + ...+ sen? %))ndulduz ...dup.

Si se conviene que Ny = 1, esta igualdad también es cierta para n = 0. De esta forma,
> (2D)™"N, = =1+ > (2D)""™N,,. Sustituyendo N,, por la férmula integral ante-
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rior y empleando que 1 +7 + 72 + 73 +... =1/(1 —r) para |r| < 1, se tiene

/ / / sen ——f—senQ%—l— . + sen? UTD)_l duidus .. .dup.

Cuando los u; tienden a cero, (sen? % +sen® 22 +.. . +sen? “2) /(uf +u3+...+u}) — 1/2,
de modo que la integral converge si y sélo si f 5 17l ~2 < 00 con B un entorno del origen,
por ejemplo la bola unidad en RP. Pasando a esféricas (generalizadas), esta integral es,

1 .
salvo un factor constante, fo r=2.rP=1dr, que claramente converge para D > 2 y diverge

en otro caso. B
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Ejercicios
1) Sin mirar la teorfa: a) Explicar por qué en ZP hay (2D)™ paseos de longitud M.
b) Explicar por qué hay N, (2D)™~" paseos en Z” que vuelven a casa en el paso n-ésimo.

2) Hallar la probabilidad de estar a diez pasos de distancia de casa después de haber
dado 20. ;Cudl es la respuesta si se dan 217
3) En el caso D = 1 escribir el nimero medio de vueltas a casa como una serie

2n

que involucre niimeros combinatorios. Sabiendo que lim 272"\/7n ( .

divergencia de la serie.

) = 1, demostrar la

4) Repetir el problema anterior si la probabilidad de dar un paso a la derecha es
p > 0’5, pero demostrando ahora la convergencia de la serie. Indicar por qué este resultado
es natural.

5) Calcular la varianza de la variable aleatoria que indica la posicién tras n pasos.

Concluir que es muy raro llegar a una distancia mucho mayor que /n.

6) Si By es el nimero de puntos de Z” en la bola de radio R, probar que limn/B N

0 si y s6lo si D > 2. A partir del problema anterior, explicar por qué es légico que
justamente para D > 2 un camino a la larga no vuelva a visitar un punto y por tanto el
numero de regresos al origen se deba fundamentalmente a lo que ocurre con caminos cortos
y por tanto sea finito.

7) Utilizando que x > senz en [0,7/2], y que [0, 7]* incluye al primer octante de la
bola de radio 7w, dar una cota inferior para la integral del teorema de esta secciéon cuando
D =3.

8) Generalizar el resultado del problema anterior para D > 3.

9) En [Dy-Mc], después de concluir que el nimero medio de vueltas a casa es finito
para D > 3, se afirma: “Como el origen no es de ningiin modo especial, lo mismo debe
ocurrir para cualquier punto de Z”. Pero esto significa que para cualquier R < oo la
particula [el paseante] acaba dejando de visitar la bola ||Z|| < R, y esto es lo mismo que
decir Prob(lim, . |$n| = 00) = 1 [donde s, es la posicién tras n pasos]”. Explicar este
argumento con todo el rigor que sea posible.

10) A partir de la varianza de la posicién, indicar intuitivamente, en el caso D = 1,
por qué tipicamente cada vez se tarda mas en volver al origen. Dar con ello una explicacion
de las rachas de mala o buena suerte que mencionan muchos jugadores.

11) Supongamos un circuito en forma de poligono regular tal que en cada vértice hay
probabilidades no nulas p y 1 —p de ir a la derecha y a la izquierda (no necesariamente las
mismas en diferentes vértices). ;Es siempre infinito el nimero medio de retornos al punto
de partida?
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SECCION 4.2
Trabajos sugeridos

De la seccién:
o Teoria de Colas y sus aplicaciones.

o Modelos del trafico.

Generales:

o Generacion de numeros aleatorios.

Las palabras del sabio...

El demonio imaginario de Maxwell, que puede entresacar las moléculas una a una,
bien podria constrenir al mundo a volverse atrds. jPuede volver alli por si mismo? Esto
no es imposible, no es mas que infinitamente poco probable; hay probabilidades de que
deberiamos esperar mucho tiempo el concurso de las circunstancias que permitieran el
retroceso, pero tarde o temprano ellas se realizardn después de tantos anos que para
escribir su ndimero serian menester millones de cifras. [Po] p.119.
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4.3. Vienen o van

En 1827 el botanico R. Brown observé el movimiento browniano consistente en que
pequenas particulas de polen suspendidas en una disolucién se trasladan siguiendo caminos
cadticos. Sus contemporédneos (y en parte él mismo) pensaron que esto era un signo de
vida primaria, pero mas tarde el desarrollo de la teoria atémica probd que representaba los
empellones que dan las moléculas a las particulas de polen en direcciones aleatorias. De
la misma forma, podemos estudiar los fenémenos de difusién de un gas ocultando nuestro
desconocimiento submicroscopico diciendo que las moléculas que lo conforman se mueven
totalmente al azar, ya que las colisiones entre ellas las hacen cambiar continuamente de
direccion.

Para simplificar vamos a restringirnos al caso unidimensional, esto es, como si las
particulas de un gas estuvieran metidas en un tubo largo y delgado y sélo pudieran ir a
la derecha o a la izquierda. Si hiciéramos fotos de las particulas cada h segundos durante
cierto periodo de tiempo, sélo ocuparian un conjunto discreto de valores (las veriamos
saltar a trompicones, como ocurre con las luces estroboscépicas en las discotecas). Por
ello no es descabellado suponer que cada una describe un paseo aleatorio en €Z donde
€ > 0 es un numero muy pequeno. En los instantes 0, h, 2h, 3h, etc. cada particula

puede trasladarse € unidades (una casilla) a la derecha o hacia la izquierda con la misma
probabilidad (el 50%).

t=0 t=h t=2h
O—
O—w ; O— ; [m)
O— O—=t—= ~—{] {30 [m) o o o
e o o o o o o o o e o o o o o o o o e o o o o o o o o
-4e-3e-2e-¢ 0 & 2¢ 3¢ 4¢ —4e-3e-2e-¢ 0 & 2t 3¢ 4¢ -4e-3e-2e-¢ 0 & 2¢

Fijado un tiempo ¢, = kh, k € Z* U {0}, habré cierta densidad (porcentaje) de
particulas p(x,,tx) en el punto x,, = ne, n € Z. Esto es,

numero de particulas en x,,

Tn,lk) = '
P(Tn, i) numero total de particulas

Se puede entender p como una probabilidad (la de encontrar una particula en z,,) y evi-
dentemente ) p(xn,tx) = 1, lo que manifiesta la conservacién del nimero de particulas.

El problema que consideramos es predecir la evolucion de esta densidad o probabilidad
suponiéndola conocida sélo en el tiempo inicial tg = 0. A modo de ilustracién, imaginemos
que se dejan de golpe en el origen de coordenadas un montén de hormigas rastreadoras.
Cada una de ellas seguira un camino aleatorio y aunque no seamos capaces de saber dénde
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estard al cabo de un rato la hormiga j-ésima, desde lejos veremos una mancha negra que se
expande. Lo que queremos es capturar esa idea y deducir el comportamiento a gran escala
a partir de la distribucién inicial, sin importarnos las particulas u hormigas individuales,
haciendo, como se dice en [Va 2], “predicciones sobre lo no exacto”.

Con esta idea, debemos considerar una cantidad innumerable de particulas y, para que
el modelo represente fenémenos reales, la densidad de probabilidad p/e, debe acercarse a
una funcién suave al pasar al caso continuo en el que € y h tienden a cero (de forma
adecuada). Es posible concretar més la forma en la que € y h se deben hacer pequenos
para que el modelo discreto tienda a uno continuo con sentido. Considerando la variable
aleatoria que da la posicion de una particula que parte del origen en un paseo aleatorio
de k pasos en €Z, su desviacién tipica es evk. Esto implica que tipicamente en kh = 1
segundo una particula se ha desplazado evk = eh~'/2 metros de su posicién inicial. Si no
queremos que el conjunto de particulas “explote” o que permanezca inmovil, deberemos
hacer que esta velocidad media en el primer segundo, eh~ /2, sea una constante positiva.
Volviendo a las hormigas, puede haber unas que se alejen mas por seguir caminos mas
rectos y otras que se alejen menos, pero no queremos que en promedio toda la nube avance
infinito o cero en el primer segundo (aunque no descartamos que alguna lo haga), sino
cierta cantidad positiva.

Parece muy complicado controlar una infinidad de paseos aleatorios, sin embargo hay
una ecuacién muy sencilla que regula la evolucién de p, simplemente conviniendo que cada
particula que llega a x,, en t = t;11 tiene un 50% de posibilidades de provenir de x,,_1 (de
la izquierda) en el tiempo anterior ¢ = tj, y otro 50% de provenir de x,,41 (de la derecha).

Es decir,

(4.3) P(n,ter1) = 5 (P(Tn—1,th) + P(Tni1, th)).

N | =

Diccionario:

e Posiciones posibles — z,, = ne, n € Z.

e Tiempos posibles — tp =kh, k=0,1,2,...

e Concentracién (densidad, probabilidad) — p(x,,tr) > 0 con > p(xy,t;) = 1.

e Al encontramos con una particula hay la misma probabilidad de que el instante previo
estuviera a derecha o izquierda — p(zy,tkr1) = (P(Tn-1,tk) + P(Tnt1,tr))/2.

1/2

e Velocidad media finita — eh™ = cte.

e Discreto — continuo — p/e — u = funcién suave.
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La férmula (4.3) es una relacién de recurrencia que permite estudiar la evolucién de
nuestro modelo discretizado, sin embargo aspiramos a estudiar el limite cuando € — 0.
El razonamiento que vamos a hacer es realmente sencillo. Escribimos simplemente la
relacién (4.3) como

p<xn7tk+1) _p(x?’utk‘) o 62 p(xTLfl?tk) +p(xn+17tk‘) - 2p(xn7tk‘)

h 2h €2

Usando el lenguaje de la asignatura de Calculo Numérico II, éste es el método de diferencias
finitas aplicado a du/dt = *ad%u/0x? con a = 2¢?/h. Dicho de otra forma, el miembro
izquierdo aproxima a la derivada respecto a la segunda variable cuando h — 0 mientras
que en el segundo miembro aparece una derivada segunda. Por si esto 1ltimo no se cubrié

en el curso de Célculo I, lo enunciamos a continuacién:

Lema 4.4. Sea f: R — R. Si f”(a) existe, entonces

flate)+ fla—e) —2f(a)

5 .

f"(a) = lim

e—0 €

DEM.: Aplicando la regla de L’Hopital,

— ) — ! g N gt
o Jatd+fa=9-2f@ | flat)-f@ . fla—d-fla)
e—0 €2 e—0 2¢ e—0 —2€
Y basta aplicar la definicion de derivada. W
Retomando el argumento anterior, si € y h tienden a cero con o = 2¢2/h, con-

stante, y p/e tiende en un sentido apropiado a una funcién suave u, ésta debe cumplir
du/0t = Yo 8%u/0x?. Partiendo de una concentracién inicial u(x,0) = f(z) (una funcién
de densidad suficientemente regular), para estudiar la posterior evolucién del sistema hay

que resolver la ecuacion del calor

2
%:%% reR, t>0
(4.4) v

u(z,0) = f(z)
En la seccién correspondiente, ya vimos como emplear la transformada de Fourier

para obtener la solucién general de esta ecuacién bajo hipotesis adecuadas de regularidad
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sobre f. El coeficiente /4 no cambia el aspecto de la solucién, que es

oo

u(wt) = (rat) V2 [ e gy

— 0o

El caso a = 4 corresponde a la solucién de la ecuacién del calor habitual, du/dt = 90%u/dx>.
Noétese que cuando ¢ — 400 la funcién u tiende a cero, lo que indica que las particulas
estan cada vez distribuidas de manera mas uniforme en R. El aumento de la difusion hace
que la densidad se aproxime puntualmente a cero. Esto deja de ser cierto si se plantea
(4.4) en un dominio acotada en lugar de en R, pero siempre la densidad tenderd a su valor
promedio.

Epilogo: En cierto modo en la férmula anterior para wu(x,t) lo inico que se hace es
“sumar” (integrar) todas las campanas de Gauss correspondientes a aplicar el teorema
central del limite a los paseos aleatorios de cada particula (la interpretacién de ciertas
integrales similares a ésta como sumas sobre “todos los caminos aleatorios” [Ze-Ru-So] es
muy importante en Fisica Cudntica [Yn] y no del todo fundamentada matematicamente).
Por simplicidad, aqui sélo hemos tratado el problema en una dimension; pero el método se
extiende a dimensiones superiores con férmulas similares simplemente cambiando 9?u/dz?
por Au. Una “pega” que se puede poner al modelo en cualquier dimensién es que si
f tiene soporte compacto, u(z,t) no lo tiene para ningin t > 0 ya que u(x,t) > 0, lo
que implica que todo funciona como si inicialmente las particulas viajasen arbitrariamente
rapido. Aunque esto sea mecanicamente imposible (relatividad especial), el decaimiento
exponencial de u cuando x — oo provoca que u sea practicamente indistinguible de una
funcion de soporte compacto. Sélo en condiciones extremas debemos modificar el modelo
reemplazando la ecuacién del calor por la ecuacion de los medios porosos.
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Ejercicios
1) Sin mirar la teorfa: a) Explicar el significado de la férmula de recurrencia bésica

p(Tn,ter1) = (P(Xn-1,tk) + P(Tnt1,tk))/2. b) Indicar qué representa que la solucién de la
ecuacion del calor tienda a cero cuando t — +o0.

2) Explicar por qué la ecuacién del calor du/0t = ia 0%u/dz?, x > 0, t > 0 con
u(z,0) = f(x) y u(0,t) = 0 corresponde al caso en que el origen hay un “agujero” que
absorbe las particulas.

3) Si en el problema anterior en = 0 hay una barrera que impide que las particulas

pasen hacia la izquierda, tratar de justificar por qué se debe imponer du/0x(0,t) = 0 en
lugar de u(0,t) = 0.

4) Traducir la relacién ) p(x,,tr) = 1 para todo k en alguna ley de conservacion
para la ecuacién del calor en R (con f de decaimiento répido) y demostrarla. Estudiar
si tal ley se sigue cumpliendo para la ecuacién del calor en [0,00) bajo las condiciones
especificadas en los dos problemas anteriores.

5) Supongamos que cada particula puede con igual probabilidad moverse a la derecha,
a la izquierda, o quedarse inmévil. Indicar los cambios en el modelo y estudiar si hay
diferencias cuando se pasa al limite.

6) La concentracién de particulas en los cuatro vértices de un cuadrado es del 12'5%,

12'5%, 375% y 37'5%. Calcular la concentracién esperada después de tres unidades de
tiempo, sabiendo que en cada una de ellas cada particula se dirige aleatoriamente a uno
de los dos vértices adyacentes.

7) Si f es continua de soporte compacto probar que u € C*°. El proceso de reemplazar
una senal f = f(x) por u(z,t) con t pequeno se emplea habitualmente para reducir ruidos.
Explicar por qué. (En teoria de la senal se llama a esto un filtro gaussiano).

8) Escribir la ecuacién de recurrencia para p si la probabilidad de una particula de ir
a la derecha y a la izquierda no coinciden. Argumentar por qué en este modelo se observa
transporte (traslaciéon) méas que difusion.

9) Generalizar el modelo de esta seccién al caso bidimensional escribiendo la relacién
de recurrencia para p y la ecuacién limite.

10) Hallar una funcién f : R — R que no tenga derivada segunda en cero pero tal
que exista el limite limy, _o(f(h) + f(—=h) — 2f(0))/h?.

f(z,y—h)—4f(z,y))/h?. Utilizando la férmula de Taylor, demostrar que limj,—.q Ly /h® =
0 para todo a < 2.
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Fernando Chamizo. MODELIZACION 11

SECCION 4.3
Trabajos sugeridos

De la seccién:
o Procesos de difusiéon en Matematica Financiera.

o Relacién entre el movimiento browniano y el nimero de Avogadro (puede ser
interesante indagar los errores tedricos y practicos que llevaron a Einstein a deducir en su
tesis que el nimero de Avogadro era aproximadamente 2’1 - 10?3 mientras que el valor real

es casi el triple).
o Mecanica Estadistica.

o Ecuaciones diferenciales estocasticas.

Generales:

o Métodos matematicos en Astrofisica.

Las palabras del sabio...

No podemos prever en qué sentido vamos a extendernos; quizas sea la teoria cinética
de los gases la que se desarrollara y servirda de modelo a las otras. Entonces, los hechos que
primeramente aparecian como simples, no seran mas que las resultantes de un numero
muy grande de hechos elementales que sélo las leyes del azar harian concurrir a un mismo
fin. La ley fisica, por lo tanto, tomaria un aspecto completamente nuevo. Ya no seria
solamente una ecuacién diferencial; adquiriria el cardcter de una ley estadistica. [Po]
p. 136.
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